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Gary e Bob, campioni di pallacanestro, scommettono una cena a favore del primo che centrerà due 
canestri consecutivi tirando da fermo dalla distanza di 10 metri.  la probabilità che Gary realizzi un 
canestro da quella distanza è 0.8; la probabilità che ci riesca Bob è 0.7.  Inizia a tirare Bob; se 
realizzerà il canestro tirerà ancora, e in caso di successo avrà vinto la scommessa; in caso di errore 
nel primo tiro, il gioco passerà a Gary, come pure se Bob sbaglierà il secondo tiro dopo avere 
centrato il primo.  Le stesse regole valgono per Gary.
a) Qual è la probabilità che Gary vinca la sfida?
b) Quel è la probabilità che Gary vinca la sfida, se viene cambiata la regola per l'inizio del gioco, 
sorteggiando con una moneta colui che tirerà per primo?
Soluzione
a) Conviene ragionare sulla probabilità relativa alla (eventuale) coppia di tiri: Bob, che inizia il gioco, 
ha probabilità 0.72 = 0.49 di aggiudicarsi subito la sfida; altrimenti il gioco passerà a Gary, non 
importa se dopo un solo tiro di Bob o due; ciò accadrà con probabilità 0.51; a questo punto, con 
probabilità 0.82 = 0.64 Gary vincerà il duello; altrimenti, con probabilità 0.36, il gioco tornerà a Bob, il 
quale si troverà nella stessa situazione dell'inizio della gara.  Sia x la probabilità che sia Bob il 
vincitore del duello (conviene ragionare su di lui, perché è Bob a tirare per primo.  In problemi di 
questo tipo conviene spezzare l'evento "Bob vince" nelle due alternative disgiunte "Bob vince al suo 
primo turno" e "Bob vince in un turno successivo".  Il seguente schema illustra il ragionamento.
Così si vede che x = 0.49 + 0.51 ·0.36 ·x da cui si ricava
�����[� ⩵ ���� + ���� * ���� * �� �]{{� → ��������}}
e quindi la probabilità che il vincitore della sfida sia invece Gary è
� - ������������������
��������
b) Se è Gary a iniziare il gioco, la probabilità y che sia lui ad aggiudicarsi la sfida si calcola con un 
ragionamento identico a quallo condotto per (a):
����������� ������� ��������������������������
Così si vede che y = 0.64 + 0.51 ·0.36 ·y da cui si ricava
�����[� ⩵ ���� + ���� * ���� * �� �]{{� → ��������}}
e adesso è facile calcolare la probabilità di vittoria per Gary secondo queste nuove regole; x e y 
indicano i valori calcolati sopra; lo schema illustra soltanto il caso della vittoria di Gary; la probabilità 
di vittoria di Bob è il complemento a 1 di ciò che otterremo.
� = �������������������� � = �������������������� ��������[��� * (� + � - �)]
��������
Questa è la probabilità che Gary vinca la sfida, se si sorteggia chi inizia a tirare.
��������������������������������������������������������
Valter è un appassionato ciclista; quasi ogni giorno si allena lungo un percorso scelto fra tre che 
conosce molto bene:
1) Quinzano; 2) Monghidoro; 3) Pian di Balestra.
Ogni giorno vi è probabilità 113  che piova.  Il giorno successivo a un giorno di allenamento con 
pioggia Valter non esce in bici; altrimenti esce ogni giorno, anche se piove.  Il giorno successivo a 
un giorno di riposo la meta di Valter è sempre Quinzano; negli altri casi la scelta del percorso 
avviene lanciando un dado: la meta sarà la stessa del giorno precedente se esce 1, 2, 3 o 4; una 
delle altre due, con uguale probabilità, se esce 5 o 6.
a) Compilare la matrice di transizione P della catena di Markov nella quale lo stato 0 indica il “riposo”, gli stati 1, 2, 3 le destinazioni sopra indicate; classificare gli stati (ricorrenti, transitori, 
assorbenti) e dire se P è irriducibile e se è regolare.
b) Stabilire se esistono distribuzioni invarianti per P, e in caso affermativo calcolarle.  Calcolare poi il 
tempo medio che trascorre tra due giorni di riposo consecutivi.
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Soluzione
a) Le regole descritte sopra conducono a compilare la matrice di transizione nel modo seguente: (�) � � � �(��)� � � � �
� ��� ��� ��� ���
� ��� ��� ��� ���
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Si vede facilmente che tutti gli stati comunicano tra loro, quindi ogni stato è ricorrente e P è 
irriducibile; inoltre qualche elemento della diagonale principale di P è diverso da 0; quindi P è 
regolare.
b) Siccome P è regolare, esiste ed è unica la distribuzione invariante.  Questa si ottiene risolvendo il 
seguente sistema:
�����[{{��� ��� ��� ��}�� == {��� ��� ��� ��}��� + �� + �� + �� == �}� {��� ��� ��� ��}]�� → ��� � �� → ���� � �� → ���� � �� → ���� 
Il tempo medio di ritorno allo stato 0 (riposo) è il reciproco della componente di posto 0 della dis-
tribuzione invariante, vale quindi 14; ciò significa che mediamente Valter si astiene dall’allenamento 
in bici una volta ogni 14 giorni.
��������������������������������������
Elisabetta, 91 anni, è la regina d'Inghilterra; suo figlio Carlo, 68 anni, è l'erede al trono; William, 35 
anni, primogenito di Carlo, è il secondo nella linea di successione, vale a dire che se Carlo non sarà 
più in vita alla morte di Elisabetta, sarà William a salire al trono.
a) Esprimere in funzione dei dati delle tavole demografiche la probabilità che Carlo possa regnare 
per almeno 20 anni.
b) Esprimere in funzione dei dati delle tavole demografiche la probabilità che sia William a sucedere 
alla nonna Elisabetta sul trono del Regno Unito.
(Per semplicità si ragioni intendendo la morte di un soggetto "successiva" a quella di un altro se 
questa avviene l'anno successivo o in anno seguente, classificando quindi come "simultanei" due 
decessi avvenuti nello stesso anno.)
Soluzione
a) L'evento descritto si verifica se Carlo sarà in vita 20 anni dopo la morte di Elisabetta.  Indichiamo 
con 91 + x l'età che avrà Elisabetta alla propria morte, ossia x è il numero di anni che rimangono da 
vivere alla Regina.  La probabilità dell'evento in oggetto si può allora esprimere così:

�=�
ω-�� ���+�ℓ�� · ℓ��+�ℓ��
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dove, come di consueto, gli apici indicano i dati relativi alla popolazione di sesso femminile.
b) L'evento descritto si verifica se la morte di Elisabetta avviene dopo quella di Carlo, o contempo-
raneamente a questa, e inoltre William sopravvive almeno un anno alla nonna (avendo precedente-
mente perso il padre Carlo).  Indichiamo con 91 + x l'età che avrà Elisabetta alla propria morte, 
ossia x è il numero di anni che rimangono da vivere a Elisabetta.  L'evento in oggetto si verifica se 
sono non più di x gli anni che rimangono da vivere a Carlo, e sono almeno x + 1 gli anni che restano 
da vivere a William.  La probabilità richiesta si scrive dunque:

�=�
ω-�� ���+�ℓ�� · � - ℓ��+�ℓ�� · ℓ��+�ℓ��
La somma si arresta a y =ω - 91 perché per valori superiori è d91+x' = 0 , in quanto che si presume 
che la Regina sia deceduta precedentemente.
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Un campione di 200 telefoni prodotti da una determinata azienda viene sottoposto a un accurato 
collaudo per individuare eventuali difetti di fabbricazione; 12 di essi manifestano qualche problema.
a) Determinare un intervallo di confidenza al livello 80% per la probabilità p che ciascun telefono 
prodotto da quell'azienda presenti qualche difetto, intervallo centrato nel valore campionario.
b) Calcolare il livello di confidenza dell'intervallo di (a), nel caso che la stessa percentuale di pezzi 
difettosi si riscontri in un campione di 800 telefoni anziché 200
Soluzione
a) Lo stimatore di p è in questo caso x = 12200 = 0.06
� = ������
����
L' intervallo di confidenza al livello 1 - α = 0.80  per p è x -ϕ1- α
2
x 1-x
200 , x +ϕ1- α2 x 1-x200  con α = 0.2  e ϕ1- α
2
 quantile di livello 1 - α2  per la distribuzione normale standard N(0, 1) .  Attualmente α = 0, 2 quindi ci serveϕ��� = ��������[������������������[�� �]� ���]
�������
Gli estremi dell'intervallo di confidenza cercato sono:
� - ϕ��� � � - ���� � � + ϕ��� � � - ���� {���������� ���������}
b) Come sopra, l'intervallo di confidenza al livello 1 - α, con α questa volta non ancora determinato, 
è x -ϕ1- α
2
x 1-x
800 , x +ϕ1- α2 x 1-x800 ; è cambiato soltanto il valore n, taglia del campione, 800 
anziché 200.
4 ���  Probab.2017.07.03.nb
����������� ������� ��������������������������
�����ϕ��� � � - ���� == ϕ�- α� � � - ���� � ϕ�- α�ϕ�- α� → ������
Ciò significa che 1 - α2 =Φ(2.5631) dove Φ rappresenta la funzione ripartizione di N(0, 1) .  Poiché 
risulta
���[������������������[�� �]� �������������������]
��������
e ora calcoliamo α:
������ - α� ⩵ ������������������ α{{α → ���������}}
� - ���������������������
��������
quindi lo stesso intervallo, se relativo a un campione di 800 pezzi, ha un livello di confidenza vicino 
al 99%.
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Un gioco d’azzardo assegna per ogni giocata una vincita lorda, la quale può valere 1€ oppure 4€ 
oppure 12€; il proprietario del casinò in cui è installata la macchina afferma che le probabilità di 
vincere ciascuno dei premi sono inversamente proporzionali ai rispettivi importi.  Per verificare 
l’esattezza di questa affermazione un giocatore abituale ha preso nota delle vincite lorde realizzate 
in n = 800 giocate, con i seguenti risultati:
 �������_������� � � ����������� ��� ��� �� 
a) Stabilire se, al livello 5%, i dati raccolti permettono di respingere l’affermazione riguardo alle 
probabilità delle diverse vincite.
b) Assumendo che l’affermazione del proprietario sia vera, calcolare la “tariffa equa” per partecipare 
a questo gioco, ossia la speranza matematica della vincita lorda.
Soluzione
a) Innanzitutto calcoliamo quali sono le probabilità teoriche, secondo quanto affermato dal propri-
etario.  Si tratta di ripartire 1 in tre numeri proporzionali a 1, 14 , 
1
12 .
������ * � + �� + ��� ⩵ �� �� → �� 
Le probabilità teoriche sono quindi, ordinatamente, i numeri
� = �� �� �� � ���  �� � ��� � ��� 
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cioè
�[�]{����� ������� ������}
Le frequenze relative osservate per le tre possibili vincite sono state invece
� = ����� �{������ ������� ������}
La statistica-test per la verifica dell’ipotesi sostenuta dal proprietario è la quantità
� = � *
�=�
� (�[[�]] - �[[�]])�
�[[�]]
�������
Se l’ipotesi è vera, la variabile t è distribuita approssimativamente come χ2(2) ; l’intervallo di rifiuto 
dell’ipotesi al livello 5% è χ0.952 (2) , +∞[ .  Il quantile in oggetto vale
��������[���������������������[�]� ����]
�������
Il valore sperimentale di t non appartiene all’intervallo di rifiuto; quindi al livello 5% non vi sono 
elementi sufficienti per respingere l’ipotesi.
b) Se le probabilità delle vincite sono quelle dichiarate, la speranza matematica della vincita lorda è
�[��{�� �� ��}]
����
quindi la “tariffa equa” per giocare dovrebbe ammontare a 2.25€.
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Jacopo è un cicloamatore; spesso si mette alla prova cronometrando il tempo che impega per 
percorrere la salita da Pianoro a Livergnano.  Lo ha fatto per 8 volte di mattina, con un tempo medio 
di 21 minuti e 15 secondi e una varianza stimata di 1000 sec2; ha ripetuto la prova per 12 volte di 
pomeriggio, e in questo caso il tempo medio è stato di 20 minuti e 50 secondi, la varianza stimata di 
800 sec2
a) Stabilire se al livello del 5% si può ritenere che la prestazione media di Jacopo sia la stessa di 
mattina e di pomeriggio, mediante un test bilaterale dell’ipotesi "μ1=μ2", dove μ1 e μ2 rappresentano 
le medie delle variabili “tempo di scalata di Jacopo di mattina” e “tempo di scalata di pomeriggio”.
b) Ripetere il test supponendo che le 8 prove di mattina e le 12 di pomeriggio abbiano fornito gli 
stessi tempi medi, ma varianze stimate dimezzate rispetto ai dati indicati sopra, cioè 500 e 400 sec2 
(non occorre rifare tutto il calcolo!)
Soluzione
a) La statistica-test per questo problema richiede il calcolo dei seguenti valori:
� = �� * �� + ��� � = �� * �� + ��� �����[{�� �� � - �}]{����� ����� ��}
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� = �� � = ��� �� = ���� � �� = ��� � ���� = � (� - �) ��� + (� - �) ���� + � - � � �����[����]
�������
La statistica-test è il numero
� = � - �
���� * �� + ��
�������
Se l’ipotesi μ1 = μ2 è vera, la variabile t ha distribuzione di Student con n + m - 2 = 18 gradi di libertà, 
e l’insieme di rigetto dell’ipotesi per il test bilaterale al livello α è ] -∞, -t1- α
2
[⋃] t1- α
2
, +∞[, con t1- α
2
 
quantile di livello 1 - α2  per la distribuzione di Student con n + m - 2 = 18 gradi di libertà.
Il quantile che ci serve per il test al livello 5% è
�� = ��������[��������������������[��]� �����]
�������
Il valore sperimentale di t non appartiene all’intervallo di rigetto; al livello del 5% non ci sono ele-
menti sufficienti per respingere l’ipotesi di uguaglianza delle prestazioni medie di mattina e di 
pomeriggio.
b) Osservando le espressioni di t e di stot si nota che il dimezzamento di ��� e di ��� dà luogo alla 
moltiplicazione del risultato per 2 .  Il valore di t con i dati così variati sarà allora
�� = � * �
�������
questa volta appartenente all’insieme di rigetto; quindi, con questi nuovi dati l’ipotesi di uguaglianza 
delle medie viene respinta.  Che cosa significa questo?  Significa che minori oscillazioni tra le 
diverse prestazioni alla mattina rendono più affidabile la media campionaria come stima di μ1, e lo 
stesso vale per i tempi cronometrati di pomeriggio.
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